ESTIMACION DE LOS COMPONENTES DE VARIANZA
PARA UN DISENO (p X q) FACTORIAL CUANDO LOS EFECTOS
SON FLJOS O ALEATORIOS

Besumen

En este trabajo se presentan, en forma de
ejemplo, los métodos para estimar los com-
ponentes de varianza para cl disenio facto-
rial deshalanceado (p % q) para los mode-
los fijos o aleatorios. Se discute la impor-
tancia de la prueba F.

Introduccion

En los disefios de experimentos es im-
l:m-mnle conocer cudles son los orfgenes de
a variacién, los componentes de varianza

las hipotesis relacionadas con ellos. En
ra mayoria de loz experimentos, algunas
de las causas de la variacién que componen
el modelo son impuestas por el investiga-
dor, ya sca cn forma de diferentes trata-
mientos, variedades o pricticas, El total
de la variacion en un cxperimento puede
ser debido a efcctos fijos, aleatorios o a
una combinacién de ambos, Sin embargo,
éstos en muchos casoe dependen de la in-
ferencia en que el investigador esté intere
sado: esto es, si todos los niveles de interés
para el investigador estin incluidos en el
experimento, el factor es [ijo y la inferen.
cia de los resultados sera valida solamente
para los niveles usados en el experimento,
El objetivo primordial del investigador en
este caso es el andlisis de las medias de to.
dos los niveles del factor involucrado. Sin
embargo, si el investigador utiliza una
muestra al azar del total de niveles ]i»ertc-
necientes al faclor, es denominade “aleato-
rio” y la inferencia relacionada con este
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factor serda vilida para todos los posibles
niveles de la poblacién en ese factor.

Considérese el caso en el cual existen
niveles de un factor en la poblacién y so.
lamente q niveles son scleccionados al azar
para representar en el experimento los Q
niveles de la poblacién, esto es q < Q. Es
decir, existe un coeficiente de correccion
(1-q/Q) que e toma en cuenta para la
estimacion de los componentes de varianza,
Se puede observar que si q = Q el coefi-
ciente de correccién es igual a cero, como
es el caso de los efectos fijos y se aproxi-
ma a uno cuando Q se aproxima a infinito,
como sucede en los efectos aleatorios. En
general se supone que Q = q y por lo tan-
to el factor de correccién es cero para los
cfectos fijos y Q es infinito, por lo que el
coeliciente de correccién es uno para los
efectos al azar. Bennet y Franklin (1954)
presentan algoritmos par oblener esperan.
za de cuadrados mm"':lus suponiendo que
Q es menor que infinito.

La estimacion de los componentes de va-
rianza dpzua disefios balanceados (igual ni.
mero de observaciones en cada subclase)
con uno o mas factores ya sean fijos, alea.
torios 0 una combinacién de éstos, ha sido
presentada por el método de “Algoritmos
de la esperanza de los cuadrados medios™
(ECM), el cual ha sido descrito en varios
libros de estadistica; tal es el caso de An.
derson y McLean (1974), Steel y Torrie
(1980), ete, Sin embargo, en los modelos
desbalanceados (desigual numero de obser-
vaciones cn una o mas subclases) que aun-
que sigucn las mismas reglas de los algo-
ritmos de ECM, la estimacion de los coefi-
cientes K no es tan directa como en el caso
de los disefios bhalanceados.

Tres métodos para estimar los componen-
tes de varianza para diseiios deshalanceados
han sido presentados por Henderson (1953)
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v revisados por Searle (1968). Los tres
métodos de Henderson incluyen: estima-
cién de los cuadrados medios, estimacién de
sus esperanzas y la solucion de las ecuacio-
nes lineales derivadas de la relacin de los
cuadrados medios estimados con sus espe-
ranzas, Los tres métodos presentados por
Henderson son equivalentes cuando se atili-
zan en disefios balanceados.

La teoria involucrada en la estimacion
de los componentes de varianza para dise-
fos desbalanceados ha sido discutida por
Searle (1971}, Searle y Henderson (1961),
y Anderson (1975), por lo que no sera re-
visada en este trabajo.

También estan disponibles paquetes esta-
disticos para la estimacion de los compo-
nentes de varianza; tal es el caso de: Mi-
nimos cuadrades (Harvey, 1975) y SAS
(1979) en los procedimientos GLM y VAR-
COM.

El propésito de este trabajo es presen-
tar en forma de ejemplo el método para la
estimacién de los coeficientes K y la esti-
macion de los componentes de varianza pa-
ra el diseiio desbalanceado: p % gq facto-
rial para los efectos fijos (q = Q) y alea-
torios (q < Q) basado cn el método 3 de
Henderson.

Modelo:

Los origenes de la variacion en un di-

sefio p X q factorial cuando la interaccion
esla presente son como sigue:

Yoe= o+ o+ 3+ v + €

Donde Yjy es la respuesta de la k-ésima
observacion (k = 1, 2, ... ny) en el i-ési-
mo nivel del factor a ya sea fijo (da = Qa)
o aleatorio (g, < (J,,) y el j-ésimo ni-
vel del factor B, ya sea fijo o aleatorio; Y,
es el efecto de la interaccion entre los ni-
veles de los factores o y [, ya sea fija (si
o y p son fijos) o alestoria (si @ o fi 0 am-
bas son aleatorias) ; p es la media general
de la poblacién y €, es el error aleatorio
DNT (0,0?). Para efectos fijos de a el com-
ponente dc varianza es 0 (@ ) una funcién
de las a y para los efectos alealorios de a
el componente de varianza es ¢, la varian.
za de f: poblacién de efectos a. De ignal
modo para los otros factores.

El analisis de varianza con la esperanza
de los cuadrados medios (EC“] s€ presen-
ta en el Cuadro 1. Como se puede obser-
var, la estimacién de los componentes de
varianza es funcion de los coeficientes K
en la columna de la ECM; asimismo esta
columna muestra la forma apropiada en

ue la prueba F debe ser llevada a caho
gls decir, en los modelos fijos, ¢l denomi-
nador en todos los casos es el error, mien.
tras que en los modelos aleatorios el deno-

Cuapro 1

Anilisis de varianza con la esperanza de los cuadrados medios para el disefio factorial
(pXq) para los modelos fijo y aleatorio con la interaccién presente

Esperanea de los cuadrados

Ocigen de la Crados de Cuadrades Modelo Modelo
variacibn libertad medios fito aleatorio
Debido al factor:
o (A-=-1) CMe v + Koo a2 + Kyov2y + Kso2a
B (B-1) CMpg o2+ Kz9B8 o2 +Kpoly+K;e2p
¥ (r-a-b—+1 CMy o +Kioy o2 +Kioly
Error (n-r) CMe o2 a2
A y B son los nimeros de niveles de los factores g, B respectl B yesel 0 de combi-

naclones de niveles de o v i} estudiados v n es & tatal de nbiervasiones: K , 80m 108 i-€simos coefi-
clentes de Ins esperanzas de los cuadrados medios para el modelo fijo y aleatorio,
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minador para los factores o y § seria la
interaccién (y) finalmente, la interaccion
sera probada contra el error.

Cuando los modelos son balanceados, los
coeficientes K, Ko y K, son iguales Ky =
K para los efectos aleatorios y en modelos
fijos K; = Kz = K; mientras que en
modelos deshalanceados estos cocficientes
son diferentes. Debido a esto, es importante
estimar los coeficientes K; con la finalidad

de:

i) Estimar los componentes de va-
rianza.

ii) Efectuar la prueba de F con una
mejor aproximarién.

Estimacion de los componentes
de warianza

La representacién de un disefio factorial
(p =3 x g =2) con diferente nimero de
observaciones por celda, se muestra en el
Cuadro 2, el cual sera utilizado para obte-
ner los componentes de varianza, basado
en el método 3 de Henderson, asi como las
pruebas de F, para los efectos fijos o alea-
torios.

Cuibro 2

Representacién de un disefio (p<q) factorial

Factor a (i)
1 2 3 n.j
Factor Xim X Xmn
B(i1 X312 7
(miix)  Xz1z X313
X314
Xzt Xz Xan
2 Xi22 X322
X123 6
nj. 4 a b 13

La estimacion de los coeficientes k con
el método 3 de Henderson, esti basada en
la solucidn de las ecuaciones de los cuadra-
dos minimos.

Como es sabido, un disefio factorial es
una extension del analisis de regresion, en
¢l cual ¢l mismo modelo presentado ante-
riormente puede ser presentado como Y=
Xgo X'Y=X'X3 donde Y’ tie-
ne dimensiones (n X 1), X’ dimensiones
(pxn), XX dimensiones (pxp) y p di-
mensiones (p> 1), donde n es el nimero
de observaciones y p el niimero de para-
metros desconocidos en el modelo: como se
puede observar, la matriz de disefio (X'X)
esta sobreparametrizada, esto es, hay mas
ccuaciones gue incégnilas, por lo que es
necesario reparametrizarla; para esto es
necesario suponer que: 2o;=Ef=Zy;= 0.
Al imponer esta condicion. la matriz de di-
seno tendri dimensiones iguales al nimero
de grados de libertad del modelo, que en el
ejemplo. Fstas dimensiones serin X'X no
reducida (12 12) y X’X reducida (Hx6)
que corresponden a 1, 2, 1, 2, grados de
lihertad para y, a, f y v respectivamente.

La solucidn de las ecuaciones simultineas
es 8= (X' X) ! X’ X donde (X' X) '=7%
y los coeficientes k,, ks y k; son obtenidos
por medio de la inversa de las matrices par-
ciales de Z.

Asi los valores K son obtenidos como
sigue

K {T(E Zi- *;TZ /;‘: ZE”")

Donde m es el nimero de clases v niveles
en el factor en cuestion, gl los grados de
libertad para el mismo factor, y Z- son los
elementos ij para la inversa de la submatriz
de la parte correspondiente al [factor en
cuestion en la matriz (X’X)}-? reducida.

Para la estimacién de los valores Ka v
K4 en ¢l modelo aleatorio solam(fnte, ya que
en el modelo fijo no existe, es necesario
obtener la siguicnte informacion: R de las
matrices (X'X) reducida y N de la (X'X)
no reducida:

M aof ¥y n
1
N..MNign; N aof || vy
R= Nioas Mij [ N=|7y
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Los coeficientes K; se obtienen como Donde Njj = NN no reducida.

e Basado en el mismo ejemplo (Cuadro 2)

1 B los valores de K son obtenidos como sigue:
K; = ol (n- 2 EIJ ? Rj Nii) La matriz de disefio (X'X) no reducida
es:
t ey az ay B A2 v Yiz Yiz Y Va2 Y3
k13 4 3 & 7 B 1 2 % 3 1 27
(X'X) = 4 0 o 1 3 1 O 0 3 0 0O
(12 % 12) 3 02 1 0 2 0 0 1 0
6 4 2 0 0 4 0 0 2
7 0 1 2 4 0 0 8
6 0 0 0 3 1 2
1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0
1+ 0 0 0
3 0 0
I 0
J 2
Con la restriccion impuesta previamente az = — oy —az
(ea; = ¢f; = ¢v;; = 0) en la columna y By = B
los renglones de esta matriz X'X de diseno 715 = = Y11 Y12
_ T =T
xL =T Y22 =~ Y12
ap = — g Yaz = — Va1~ Y22
B =-8:
Y = Yn-—Yia— Yz + vzs #oa ez By vanvaz
Yiz2 = V12— Y1z~ Y22 + Y25 i =25 1 4 =l
{(x'x)= 0 6 -4 0 2
Asi, la matriz reducida (X’X) queda re-  Reducide 9 -1 2 3
parametrizada en p; o y a2 §1; Y11 ¥ Yizi (6 X 6) | Simétrica 13 -2 -3
pudiendo obtener las otras constantes como 10 6
sigues 9
w o) ag B Yy Yz
[ 0995 0116 L0255  -.0023 L0579 -.0294 |
| 2106 13661 .0579 0532 0162
! 7 . 2245 ~0394  —,0162 :
(X' X)~ = Z = O 0 i
B 2106-'—'.I3'66_i
L oM. aaie) |
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Tg = 7, = I: _2106
—1366

Z" = (0.0995)"" = 10.04

.2245

Usando estos resultados.

Los coeficientes K;, K3 y K5 son obteni-
dos de la siguiente manera:

K, =_é_(7.33 +7.35-

—21-_2 (4.?7;) - 1.73

1
K; =— (10.04) = 5.02
F i e i
K; = 3 (:.83-[— 7.95—

% 2 (4.?7)) =3.47

Para la estimacion del coeliciente K., en
In ECM del factor §, la matriz R identifi.
cada como R; se ohtiene de la matriz (X°X)

ay oz as Tl

[35 10 5 20 1

00 0 0 1

5 0 0

20 0

NN' = 1
SIMETRICA

Con las mismas restricciones para co-
lumnas y renglones de 2oa; = 3 v;, = 0
esto es:

o)~ ag; ag— oy
Y~ Yis— v+ Yo
Y1z~ Y22~ T1a + 735

—-A1366]"'

7.85 4.77
= l4.77 7.35
reducida y Nz de la matriz X’X no redu-
cida, asi:

u ap oz Yan Ya
13 =2 3 =& -1
10 6 0 &
Ry = 9 2 3
10 b
| 9
Yin Tiz Yis Y21 Y 22723
w1 2 4 3 1 27
el 1 0 O 3 0 O
af 0 2 0 0 1 0
a;| 0O 0O 4 0 0 2
yui 1 0 0 0 0 0
N:=Tn 0 2 0 0 0 0
vyisl O 0 4 0 0 0
21 0 0 0 3 0 0
v20 0O 0 O 0 1 0O
Yas L 0 0 1] 0 0 2 N

Siendo la matriz NN’ no reducida de
dimensiones (10X 10).

712 Y1z Y21 Y22 Y23
4 16 9 1 4 7
0 0o 9 a o
-+ 0 0 1 0
0 16 0 0 4
0 0 0 0 0
4 0O 0 0 0
6 0 0 0
9 0 0
1 0
+

Obtenemos la matriz NN* reducida con
dimensiones (5x5)

35 -10 15 -20 -9

(Nj;) = NN 30 20 4 12
reducida = 3B 12 15
30 20

25
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099 0129 .0245 .0581 -.D387

R3'= 177 -.1137 0465 -.031
209 -.0116 -.0339
.2095 -.139
218

1
K;=—13-35 (.099) - (-10) (.0129) —

3
—-...=25(.218) = 1.67.
De la misma manera, para obtener K,

B B yan ran
153 1 -4 -1 -l

R, = 13 -2 -3
10 6 —|
9
3 7 -2 -9
(N;) = NN 35 -10 -15
reducida 30 20
25
K, = % 13-35 (.09 -7 (-005) —. .. -

~253(,201) = 82

Hay que hacer notar que cuande se obtu-
vo el valor de K, la matriz R» y N; no con-
tienc el efecto de B. De la misma manera
cuando se obtuvo K las matrices Ry y Ny no
muestran los valores de a.

Por lo tanto, la esperanza (E) de los cua-
drados medios es igual a los estimadores
de los companentes de varianza, pudiendo
ser obtenidos bajo el siguiente sistema de
ecuaciones lineales.

CMea 1 K0 K; o
E|CMp|=|1K,K;0 P
CM v 1K, 0 0 75
! CMe 10 0 0 o )

Para el modelo aleatorio y para el mode-
lo fijo, sélo que en este dltimo los valores
de Ky y K2 son iguales a 0.

Los valores obtenidos por el método 1
(Vasquez, 1983) y 3 de Henderson nos lle-
van a soluciones diferentes como puede
verse en el Cuadro 3.

Cuando los modelos son desbalanceados,
la varianza de los estimadores de los com-
ponentes cs desconocida. Sin embargo, Har-
vey (1975) sugiere que ¢l uso del método
3 de Henderson es mas eficiente anngue
més laborioso, sin embargo hay gue hacer

Cuapro 3

Andlisis de varianza con la esperanza de los cnadrados medios para un disefio factorial
(3X2) basado en el método 1 v 3 de Henderson para los modelos fijos v aleatorios

cuadrados

Bapesnuie e b
Ovigen de la Grd  _ Meldios " Modelo aleatorio
variacidn de libertad Mitodn 1 Método 3
P 2 o2+ 24102y +4. 1602 02 +0.82¢2 4 +3.47 %
8 1 o2 1 1.42624 +6.46028 o2+ 1.67e2y 4 5.02e28
Y 2 o 4 1.4542 o2 +1.75¢2 ¥
Error e o2 a2
Modelo fijo
Método 1 Método 3
o2 1 4. 16 ¢ o2 + 3474«
02 +6.4608 o2 4+ 502¢8
o2 +1.45¢ % e2 L 1.754~
o2 el




notar que cualesquiera de estos métodos son
aproximados y los dos son igualmente va-
lidos. Con esto se hace notar que con el
uso de paquetes estadisticos en donde puede
obtenerse la estimacion de los componentes
de varianza éstos pueden mostrar valores
diferentes aiin con los mismos dates, debido
al procedimiento de estimacion.

Importancia de los Coeficientes K en la
Prueba de F.

Por medio de la columna de 1a Esperanza
de los Cuadrados Medios (ECM) se puede
reconocer cuiles son los errores gque proba-
ran si el (los) efecto(s) de interés, muestran
o no diferencias estadisticas significativas,
es decir, la hipétesis de interés es que el
componente de varianza con efectos aleato-
rios debida al factor de interés es izual a
una constante, esto es Hotof=m. general-
mente m=0. En los disefiozs balanceados o
desbalanceados, esta prueba se realiza com-
parando el valor del cuadrado medio del
factor de interés con su respectivo error, o
lo que es lo mismo, comparando las espe-
ranzas de los cuadrados medios involuera-
dos en la prueba. Como se observa en el
ejemplo, la prueba de F geria: CMa/CMy
y CMB/CMy para los factores a y f§ res-
pectivamente en el modelo aleatorio balan-
ceado. La prueha de F es exacta si: K; =K,
para el factor a y K; =K, para el factor f.
Sin emhargo en los modelos desbalanceados
donde K; #K27# K, como se mostré en el
ejemplo, las pruebas de F no son exactas.
Por ejemplo, tomese el factor B: su error
es la interaccion y y la prueba de F sera,
pues:

CM,
CM,
donde la esperanza
E(CMy) = o + ky o2 + K; 0}
E(CM,) = ¢+ K, o2
Si la hipétesis es cierta, es decir: 75 = 0
E(CM,; o’ + Kol
E (CM)) ot + K, a';‘:
Es obvio que si Ks = K, y la hipétesis

F=

es cierta, la I es central con valores cerca-
nos a uno como sucede en los disefios ba-
lanceados. Sin embargo, en los disefios des-
balanceados donde K;7#K; el cociente F
puede no tener distribucion central y mos-
trar tendencia a valores mayores de uno si
K:>K; y menor de uno si K;<K,. Estas
diferencias entre los valores de K =on de
importancia cuando los disefios presentan
un gran desbalance en las observaciones,
debido a que en este caso, las diferencias
estadisticas podrian estar confundidas con
los valores de K y no a la varianza debida
al factor de interés. Cuando el disefio es
de esta naturaleza, es importante conocer
los valores de K para ajustar las pruebas
de F utilizanda como denominador una
combinacién entre el cuadrado medio del
error y la interaceitn, asi la prueba F seria:

CM,
ks CM) + (1 - ko) CM,,...
ke Ty
con grados dc libertad (f-1) para cl nu-
merador y usando la aproximacién presen-

tada por Satterthwaite (1946) para el de-
nominador.

Fe

i
g k (a;M;]"’_
i=1 f;
Donde
k
M= M,
;2‘ al 1

M; es el -ésimo minime cuadrado del
denominador; a, es el coeficiente del -ési-
mo minimo cuadrado; fi son los grades de
libertad (gl) del i-ésimo cuadrado medio.

() hien la ntilizacion de otro anilisis, tal
es el caso del analisis de minimos cuadra-
dos ponderados o anilisis proporcional.

Summary

This paper presents, in form of example,
the methods for estimating the variance
components for a two-way clasification
(p X q factorial design) for fixed and ran.
dam unbalanced models. The F test is dis.
cussed.
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