
ESTIMA.CION DE LOS COMPONENTES DE VARIANZA 
PARA UN DISUO (p x q) FAC'.l'OBIAL CUANDO LOS EFE{¡'TOS 

SON FilOS O ALEATORIOS 

Resumen 

En este trabajo se presentan, en forma de 
ejemplo, In« mé-.todos para e~tiJnar los com· 
ponentes de yarianza para el diseño lacto· 
rial des balanceado (p X q) para los mode· 
los fijos o aleatorios. Se discute la impor· 
tanoia de la prueba F. 

Introducción 

En los diseños de experimentos es im· 
pottanle conoce1· r:uále!'! son los oñgenCl! de 
la ' 'ariación, los componentes de varianza 
y las hipótesi! relacionadas con ellos. En 
la mayoria <le los experimentos, algunas 
de la3 causas de la variación qu.- componen 
r l modelo ~on impuesta~ por el in\•el!tiga· 
dor, ya sea en forma de tlirr rentca t rata· 
mientos, variedades o pnícticas. f.l total 
de la variación en un experimento puede 
ser debido a efectos fijos, aleatorios o a 
una combinación de nmbos. Sin embargo, 
éstos en muchos caeoe dependen de la in· 
ferencia en que el investigador esté intere· 
sado ; esto es, si todos los ni veles de interés 
para el investigador están incluidos en el 
experimento, l'l factor l'S fi jo y la inferen· 
ci&. de los rcsults.dos será válida solamente 
para los ni\•eles usados en el experimento. 
El objeth·o primordial del investipador en 
este caso es d an¡\lisis de las medias de to· 
dos los nh·eles del factor involucrado. Sin 
embargo, si el im~stigador utiliza una 
IDUL'Sl ra al azar dd total de niveles perle· 
necientes al ractvr, e~ denominado "aleato· 
río" y la inferencia relacionada con este 
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factor será válida para todos los po!iiblu 
niveles de la población en ese factor. 

Considérese el caso en el cual existen Q 
llÍ1•eJes de un ractor en Ja pohlaciÓn y SO• 

lamente q niveles son seleccionados al azar 
para representar en el experimento los Q 
niveles de la población, esto es q $ Q. Ee 
decir, existe un coeficiente de corrección 
(l·q/ Q ) que se toma en cuenta para la 
estimación de loe componentes de varianza . 
Se puede observar que si q = Q el coefi· 
ciente de corrección ea igual a cero, como 
es el caso de los efectos fijos y se aproxi· 
ma a uno cuando Q se aproxima a infinito, 
como sucede en los efectos aleatorios. En 
gencrnl se supone que Q = q y por Jo tan· 
to el factor de corrección es cero para lol 
efectos fijos y Q es infinito, por lo que el 
c;o¡•ficien tc de corrección es uno para los 
d<>ctos al uzar. 13ennet y Franldin (1954.) 
prcst>nhm algoritmos par obtener esperan· 
za llc t:uadrados medios IIUpc:lliÍemlo que 
Q t-s menor que infinito. 

La estimació11 de los componentes de , .• . 
rianza para diseños balanceados (igual nÚ· 
me ro de ~JLservacione5 en cada suLcl,!lse) 
con lliiO o má~ factores ya sea11 fi jos, alea· 
torios o una combinación de éstos, ha sioo 
presentada por el método de "Algoritmos 
de la esperanza de los cuadrados medios" 
(ECM), el cual ha sido descrito en varios 
libros de estadística ; tal es el caso de An· 
derson y McLean (19i4), Steel y Torric 
(1980) , etc. Sin embargo, en Jos modelos 
drabalanccados (desigual número de obser· 
raciones en una o más subclases) que aun· 
que siguen las mismas reglas de los algo· 
ritmo~ de ECM, la estimaciÓn de los cocfi· 
cientes K no es tan directa corno en el caso 
de los diseños halancead011. 

Tres métodos para estimar loa componen· 
tea de varianza para cliseiíoe deabalanceados 
bao sido p resentados por Henderson ( 1953) 
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y re\isados por Searle ( 1968) . Los tres 
métodos de Henderson incluyen ; estima· 
ción de los cuadrados medios, estimación de 
sus esperanza! y la &«>lución de 1~ ecuacio· 
nes lineales derivadas de la relación de los 
cuadrados medios estimados con sus espe· 
ranzas. Los tres métodos presentados por 
Henderwn son equivalentes cuando se utili
zan en diseños balanceados. 

La teoría· involucrada en la estimadón 
de los componentes de nrianza para dise· 
ños desbalanceaclos ha sido discutida por 
Searle ( 1971), Searle y Henderson (1961 ), 
y Anderson ( 1975) , por lo que no será re· 
visada en este trabajo. 

También están disponibles paquetes esta· 
dísticos para la estimación de los compo· 
nentes de ' 'arianza; tal es el caw de: Mí· 
nimos cuadrados ( Harvey, 1975) y SAS 
(1979) en los procedimientos GLM y VAR
f.OM. 

El propósito de este trabajo es presen· 
lar en lorma de ejemplo el método para la 
estimación de los coeficientes K y la esti
mación de los componentes de varianza pa· 
ra el diseño desbalaneeado : p X q fado· 
rial para los efectos fijos (q = Q) y alea· 
torios ( q < Q) basado en d método 3 de 
Henderson. 

Modelo: 

Los orígenes de la variación en un di· 

seño p X q factorial cuando la i nteracción 
está presente son como sigue: 

Y;;~o :::: JJ +a¡+~¡+ 'Yi¡ + fli i )k 

Oonde YJJk es la respue~ta de la k-ésima 
observación (k = l , 2, ... nu) en el i-ési· 
mo nivd del factor a ya sea fijo (q,. = Q..) 
o aleatorio (q., < Q") y el j-ésimo ni· 
vel del factor ~' ya sea fijo o aleatorio; YtJ 
es el efecto de la interacción entre los ni· 
veles de los facto res a y ~. ya sea fija (si 
a y ~son fijos) o aleatoria (~i a o ~ o am· 
bas son aleatoria5); fJ. es la media general 
de la población y t<IJJ~ es el error aleatorio 
ONJ (O,o2). Para efectos fijos de a el com· 
ponente de varianza es O (a ) una función 
de las a y para los efectos ai~Lorios de tl 
el componente de nrianza es a;, lo varian· 
za de la población de efectos a. De igual 
modo para los otroe factores. 

El análisis de varianza con la esperanza 
de los cuadrados medios (ECM) &e pre&en· 
ta en el Cuadro l. Como se puede obser· 
var, la e~timación de los componentes rle 
varianza es función de los coeficientes K 
en la columna de la ECM ; asimismo esta 
columna muestra la forma apropiada en 
que la prueba F dE'be ser llevarla a cabo 
Es decir, en los modelos fijos, el dcnomi· 
nador en todos los casos es el error, mien
t ras que en los modelos aleatorios d deno· 

C UADRO 1 

Anl.lbb do varianza con la esperanu de Jos euadradoa medloa para el dlsello faetorlal 
(pXq) para los modeloa fiJo y aleatorio con la lntencelón presente 

Eaparan.u d• los c .u.dradoa 

Ori•ea de la Cradoode CYadr.•doa lllod.lo lllo<l.lo 
v•r-ia~Ón lil-tad .. ediOfl f iio al.atorio 

Debido al factor: 

"' (.\ - 1) C,'la .,z + K;,c¡)a .,2 + J{ 4 cr2 -y + ){5 .,2 " 

p (B - 1) C~1p .,2 + K.1.; p .,2 + K: .,2 -y + r<3 .,z p 
'Y (r - a-b+l) CM-r aZ + Kt e¡; y .,z +K1 .,z-y 

Error (n - d CM• .. z .. z 

A Y ll son loa números de niveles de los f11ctore' a. fJ respectivamente y es el número de combl· 
nachllll'S lle n\velei de a y ~ estudiadO& y n eg ~~ tfl'llll Oé obtervMIOI\H: 'K, ~~~n los 1-éllmos col!fl· 
clentes de los espe-anzas de los Clla4rn(!os medios parn el modelo fija '1 alcatono. 



minador para los factor~ Cl y ~ seria la 
interacción (y) finalmente, la interacción 
5erá probada contra el error. 

Cuando los modelos son balanceados, los 
coeficientes Kt. K2 y K1 son iguales K3 = 
K¡¡ para los efecto! aleatorios y en modelos 
rijos K 1 = K3 = K~ mientras que en los 
modelos deshalanceados estos coeficientes 
son diferentes. Debido a esto, es importante 
e5timar los coefi'ciente:~ K1 con la finalidad 
de; 

i) Estimar los componentes de ,·a· 
riauza. 

ii) Efectuar la prueba de F con una 
mejor aproximación. 

e~eimaci6t~ ele lo$ wmpcJnent~~ 
de t'tlrianza 

La representación de un diseño factorial 
(p = 3 X q = 2) con diferente número de 
observaciones por celda, se muestra. en el 
Cuadro 2, el cual será utilizado para obte· 
ner los componentes de varianza, basado 
en el método 3 de Henderson, aeí como las 
pruebas de F. para los efectos Iijos o alea• 
torios. 

CU!DRO 2 

Representación •• ua dlaello (p Xq) factorial 

Factor a (1) 

2 S n.j 

Factor Xtn X m X511 
tJ(j)l Xlt2 7 

(n¡¡k) Xz12 X;s¡3 

X314 

X¡:n X:~l Xm 
2 X122 X;n2 

X123 6 
- - - ----------

111. .¡ ~ 6 13 
(n .. ) 

La eatimación de los coeficientes k con 
el método 3 de Henderson, está basada en 
la solución de las ecuaciones de los cuadra· 
dos mfnimos. 

Coruo es sa.hido, un di~eño factorial e~ 
una extensión de) análil!is de regre~ón, en 
el cual el miMno modelo pré5éntádo ante· 
riormente pue.<fe ser presentado como Y= 
X/3 o X' Y = X' X fJ donde Y' tie· 
ne dimensiones (n X 1), X' dimensione! 
(pxn), X'X dimensiones (p x p) y ~ di· 
mensiones (px 1), donde n es el número 
de observaciones y p el número de pará· 
metros desconocidos en el modelo; como se 
puede oh5ervar, la matriz de diseño (X'X) 
está sobreparllmelrizada, estu e~. hay más 
ccuacione~ que incóguilus, por lu que es 
necesario reparametrizarla: para esto es 
necesario suponer que: 2;n; = ~fl; =~'Y;¡= O. 
Al imponer esta condición, la matriz de di. 
!'.eño tE'nnr:i climension ~>s igun\es ni número 
rte g•·ados de 1 ibertad dd modelo, Qllf' P.n el 
P.jemplo. F.s1as djmen"iones serán X'X no 
reducida (l2 x 12) y X'X reducida (fíx6) 
que corresponden a l , 2, 1, 2, grados de 
libertad para it, n, ~ y y respectivamente. 

La !!Olución de la!! ecuaciones simultáneas 
es {3= (X' X)- 1 X' X donde (X' X)- 1 =Z 
y los coeficientes k 1 , ks y kG son obtenidos 
por medio de lá invel'Éa de las mAtrices par
ciales de Z. 

Así los valores K. son obtenidos como 
~igue 

K; = -1 (2: Zi; - -
1
-1 Í: ¡: Zi~;) m g , 1 

Donde m es el número de clases u niveles 
en el factor e n cuc;;tión, gl los ~rados de 
libertad para el mismo factor, y z- son los 
elementos ij para la inver5a de la submatriz 
de la parte correspondiente al factor en 
cuestión en la matr-iz (X'X) - t reducida. 

Para la estimación de los valores K~ y 
1<4 en el modelo aleatorio !'olamcntc, ya que 
en d modelo fijo no existe, e! nec("•ario 
obtener la si;:uicnte info,·mación; R de las 
matrices (X'X) teducida y N de la (X'X) 
no reducida; 

1! ao(j 'Y ¡.t 

[
n .. ni.. aJ n;¡] [a o (3] ['Y¡;]1 

R - n;.0 aJ nij N- lii 

"" ., 
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Los coeficientes Kt se obtienen como Donde NtJ = N'N no reducida. 
sigue: Basado en el mismo ejemto (Cuadro 2) 

K¡= 7-(n .. -~ ~Ri;N;;) los valore!! de K son ohteni os como signe: 
La motrit de diseño (X'X) no reducida 

es: 

J.l. a1 a: a3 P1 112 'Yil 'Y 12 'Y!3 "Y2J "Y22 'Y%3 

13 4 3 6 7 6 2 4 3 n (X' X ) = 4 o o 1 3 1 o o 3 o 
(1 2 X 12) 3 o 2 1 o 2 o o 1 

6 4 2 o o 4 o o 2 
7 o 1 2 4 o o o 

6 () o o 3 1 2 
1 o o o o o 

2 o o o o 
4 o o o 

3 o o 
l o 

2 

Con la restricción impuesta previamente a 3 =- a¡ - a2 

(• a ¡ = E {j¡ = E 'Y;¡ = O) en la columna y f3z - - flt 
los renglones de esta matriz X'X de diseño 

"YJS = - Yll - "YU 

'Y21 = - Yll 
ll'¡ =- cxó 

'Y 22 = - 'YU 
az = - a 3 'Y23 = - 'Y2! - "1'22 

{3¡ = - f3z 
"Yll = 'Yll - 'Y!3 - 'Y21 + "Y25 

J.l. a ¡ etz {3¡ 'Y(li)"Y(IZ) 

"Y12 = 'Y12 - Yls - 'Y22 + "Y2l 13 -2 -3 -4 - 1 
(,_' x) = 10 6 -4 o 2 

Así, la matriz reducida (X'X) queda re· Reducid< 9 - 1 2 3 
parametrizada en ¡t; a1 y a~ ~ 1; y 11 y Y12; (6 X 6) Simétrica 13 - 2 -3 
pudiendo obtener las otras constantes como 10 6 
sigue: 9 

J.l. O'¡ (Y2 {'$¡ 'i' (11) 'Y (IZ) 

.0995 .0116 .025;) - .00:?3 .0579 - .0294 
r -;;---------, 
1 ... 106 - . 1366 1 .0?)79 .05.)2 -.0162 
1 7.a .2245 1 .-{)394 - .0162 .0439 '---·---------' ,.--------------· 

:..~.:e ........... ~~~ .0116 .0255 
~-- -1)- '"'-- -----:-¡ 
1 .wJ06 - . 1366 o 
: ___ "! __ --.: =~4.5J 
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r; = 7~ = [ . ~ ~~~ -.17ii6]-l [7.83 ·!.77] 
.2245 = 4.77 7.35 

z-""' (0.0995)- 1 = I0 .04 

Uaando eatos reaultados. 

Los coeficientes Kt. Ka y K5 son obteni
dos de la siguiente manera: 

K 1 = + ( 7 . 83 + 7 . 35 -

+2 (4.77) ) - 1.73 

1 
1(3 =--:¡- (10.04) = 5.02 

K6 - ~ ( 7.83 + 7.35-

+ 2 (4.77)) = 3 .-li 

Para la estimación del coeficiente K!!, en 
la F.CM del factor ~. la matriz R identifi. 
cada oomo R~ se obtie11e rl6 la matriz (X'X) 

p a ¡ a:z a3 "YII 

3.> 10 5 :!() 

10 o o 1 
5 o o 

:!0 o 
NK' = 

SI.\1ETRTCA 

l 
Con las mismas r~tricciones ...l'ara co· 

lumnas y renglones de Ea¡ = 2/Yi1 - O 
esto es: 

ex¡- a 3 ; a,- a 1 

'Y u - 'Y1s- 'Y u + 'Y:u 

'Y u - 'Y22- 'Y 1:1 + 'Y23 

reducida y N2 de la matriz X'X no redu· 
cida, así: 

J.l Cl' ¡ u: 'Y (1 1) 'Y (12) 

rl3 - 1 -3 _.¡ -11 10 6 o 2 

R, -l 9 2 

~J 10 

')'¡ ¡ "1'12 'Yu 'Y21 'Y 22 'Y23 

¡.L 1 2 4 3 1 2 
a ¡ 1 o o 3 o o 
Ct2 o 2 o o 1 o 
O'J o o 4 o o 2 

'Yll 1 o o o o o 
N2=-ru o 2 o o o o 

'YIJ o o 4 o o o 
'Y2l o o o 3 o o 
"Y22 o o o o 1 o 
'Y25 o o o o o 2 

Siendo la matriz NN' no reducida de 
dimensiones ( lO X lO) . 

'YJ2 'Yl3 "Y21 'Y22 1'23 

4 16 9 1 4 
o o 9 o o 
4 o o 1 o 
o 16 o o 4 
o o o o o 
tl o o o o 

16 o o o 
9 o o 

J 1 o 
4 

Obtenemos la matriz NN' reducida con 
dimensiones ( 5 X 5) 

r 
- lO lG - 20 

~] (Nij) = i:\TN 30 20 4 12 
reducida .,. 25 12 15 

50 20 .,. 
-o 
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R;1= .177 -.1137 .0465 -.031 r.099 .0129 .0245 .0581 •.0387] Hay que hacer notar que cuando ae obtu· 
vo el valor de K2 la matriz Rz y N2 no con· 
tiene el efecto de p. De la misma manera 
cuando se obtuvo K las matrices R4 y N4 no 
muestran los valores de a . l 

.209 -.0116 -.0339 
.2093 -.139 

• 218 

l 
Kl=-

1 
13-35 (.099) - (- 10) (.0129) -

Por lo tanto, la esperanza (E) de los cua· 
drados medios es igual a los estimadores 
de los componentes de varianza, pudiendo 
ser obtenidos bajo el siguiente si5tema de 
ecuaciones lineales. 

- . .. - 2.S (.218) = 1.67. 

De la misma manera, para obtener K4 

E r g~~~ l == r~ ~: ~3 ~\s l r ~~ 1 
JA fj¡ 'Y(Il) "!(tí) 

r 1 - 4 - 1 
R•"" 13 -2 -3 

10 6 
9 

[3" 7 -20 
(N;j) = NN ° 35 - 10 
reducida 30 

l 
J 
~] -~ 
25 

CM 'Y l Kt O O rTIJ 

l Cl\l E 1 o o o ;! J 

Para el modelo aleatorio y para el mode· 
lo fijo, sólo que en este último los "aJores 
de K4 y K2 son iguales a O. 

Los valores obtenidos por el método 1 
(Vásquez, 1983) y 3 de Henderson nos lle· 
van a soluciones diferentes como puede 
verse en el Cuadro 3. 

1 
K. = 2 13- 55 (.09) - 7 (-.005) - ... -

Cuando los modelos son desbnlnnceados, 
la \•arianu. de los estimadores de los com· 
ponentes es desconocida. Sin embargo, Hor· 
vey (1975) sugiere que el 1130 del método 
3 de Henderson rs más diciente aunq11e 
má-; laborio~o. sin t•mbargo hay que hacer - 25 ( .201) = . 8~ 

CuADRO 3 

AniUslt de \lar1anza con la mperanza. de 1011 r.uadrado11 medios para un dlsefto factorial 
(3X%) bal&do en el m6todo l y 3 de Henllerson para lo!l model!lll fiJos y aleat'(lrlos 
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o.;~qdo la 

v•r\a(';&n 

a 

fl 
'Y 

Error 

Gradoe 
deln...t .. d 

2 
1 
2 
7 

Medios 
1\Utod., 1 

,2 + :!.41 ,2 'Y + 4. 16 .,.2"' 
.,2 ·1 1.42 .,2 'Y + 6. 46 .,2 {l 
.,.2 -1 l. 43 .,2 'Y 
.,2 

·'1odolo .Jut .... io 
M't.,do 3 

.,2 +0.82.,.2'}' + S.47.,2a 

.,2 + l.6i .,2 'Y+ 5.02 .,2 {l 

.,2 + l. 73 ,2 'Y 

.,2 

Modelo fijo 

Método 1 
.,2 + 4.16 . ,. 
.,2 +6.46•tr 
.,2 + 1.43 4-'Y 
.. 2 

Método 3 

.. 2 + 3.47."' 

.,z + 5.02. {l 

.,.2 + l. 73. 'Y 
,z 



notar que cualesquiera de estos métodos son 
aproximados y los dos son igualmente vá
lidos. Con esto se hace notar que con el 
uso de paquetes estadísticos en donde puede 
obtenerse la estimación de los componentes 
de varian:r:a éstos pueden mostrar valores 
diferentes aún con los mismos datos, debido 
al procedimiento de estimación. 

lmportanci.a de lo3 Coeficientes K en la 
Prueba de F. 

Por medio de la columna de la Esperanza 
de los Cuadrados Medios (ECM ) se puede 
reconocer cuáles son los errores que proba
rán si el (los) efecto(s) de interés, muestran 
o no diferencias estadísticas signifiCAtivas, 
es decir, la hipótesis de interés es que el 
componente de varianza oon efectos aleato
rios debida al factor de interés es igual a 
uno constante, esto es Ho:.,.?~ m. general
mente m = O. En los diseños balanceados o 
desbalanceados, esta prueba se realiza oom· 
parando el valor del cuadrado medio del 
factor de interés con su respectivo error, o 
lo que es lo mismo, comparando las espe
ranzas de los cuadrados med.ios involucra
dos en la prueba. Como se observa en el 
ejemplo, la prueba de F sería: CMa/CMy 
y CM{l/CMy para los factores cr y ~ res
~ctivamente en el modelo aleatorio balan
ceado. La prueha d~ r es exacta si: K1 = K 4 

para el factor a y K1 = K2 para el factor ~ · 
Sin embargo en los modelos desbalanceados 
donde K,~Kz~K• como se mostró en el 
ejemplo, las pruebas de F no son exactas. 
Por ejemplo, tómese el factor ~ : su error 
es la interacción y y la prueba de F será, 
pues: 

F= CMs 
CI\'lx 

donde la esperanza 

~ (Cl\111) = a
2 + kz 11; + K3 11¡ 

E (Cl\17 ) = a2 + K 1 a; 
Si la hipótesis es cierta, es decir: 11~ = O 

E (CM8) ,.z + K 2 a~ 
E (CMT) = ,.z + K¡ CT~ 

Es obvio que si K! = K1 y la hipótf'si~ 

es cierta, la F es central cou valores cerca· 
nos a uno como sucede en los diseños ba
lanceados. Sin embargo, en los diseños des· 
balanceados donde Kz#K1 el cociente F 
puede no tener distrihución central y mos
trar tendencia a valores mayores de uno si 
K 2 >K1 y menor de uno si K 2 < K 1• Estas 
diferencias entre los valores de K son de 
importancia cuando los diseños presentan 
un gran desbalance en las observaciones, 
debido a que en este caso, las diferencias 
estadísticas podrían estar confundidas c~n 
los valores de K y no a la varianza debida 
al factor de interés. Cuando el diseño es 
de esta naturale2a, es importante conocer 
los valores de K para ajustar las pruebas 
de F utmzando como denominador una 
combinación entre el cuadrado medio del 
error y la interacción, así la prueba F sería: 

F= CM., 
k2 CM) + (1 -· 1{2) CM ..... 
k2 k, 

con grados de libertad (~·l) para el nu· 
merador y usando la aproximación prClicn· 
tada por Sattcrthwaitc ( 1946) para el de· 
nominador. 

M2 
gl = -~-=-k_(_a_¡ M-,).,...2 

i•l f; 
Donde 

~ 

M= L á¡ M¡ 
i - 1 

M, es el •-ésimo mm1mo cuadrado del 
denominador; a, es el coeficiente del .-ési
mo mínimo cuadrado; f, son lo~ grados de 
libertad (gl ) del ,.ésimo cuadrado medio. 

O hien la utili1.ación de otro análisis, tal 
es el caso del análisis de mínimos cuadra
dos ponderados o análisis pro1>orcional. 

Summary 

This paper presents, in ·form of example, 
the methods for estimating the variance 
components for a two-way clasification 
(p X q factorial design) for fixed and ran
dom nnbalance-d models. The F test is dis. 
cusst'<l. 
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